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Príklad
Zloženie jedla:

961 jedál
údaje o: tuky, kalórie, sacharidy, bielkoviny, cholesterol, nasýtené tuky

Fat Energy C-H Protein Cholesterol Sat. fat
0.13 1.67 0.13 0.00 0.13 0.01
0.38 3.75 0.12 0.00 0.25 0.06
0.04 3.17 0.78 0.14 0.00 0.00
0.00 3.17 0.78 0.11 0.00 0.00
0.00 0.30 0.03 0.03 0.00 0.00
0.04 2.47 0.74 0.14 0.00 0.00
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Vektory x1, . . . , x961 v R6: Fat1
...

Sat_fat1

 , . . . ,

 Fat961
...

Sat_fat961


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Reprezentácia dát - vykreslenie

Fat
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Saturated.fat

Ako ich zachytiť v jednom obrázku?
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Metóda hlavných komponentov
PCA – Principal component analysis
projekcia do menej rozmerov
zachovať čo najviac informácie
ako merať množstvo informácie?
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Metóda hlavných komponentov (PCA)

2-rozmerné dáta projektovať do 1-rozmeru
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Metóda hlavných komponentov (PCA)
2-rozmerné dáta projektovať do 1-rozmeru
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veľká rozptýlenosť dát v tom smere
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Metóda hlavných komponentov (PCA)
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Metóda hlavných komponentov (PCA)
2-rozmerné dáta projektovať do 1-rozmeru
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Metóda hlavných komponentov (PCA)
PCA – Principal component analysis
informácia = rozptýlenosť
PC1: maximálna rozptýlenosť
PC2: maximálna rozptýlenosť vo svete kolmom na PC1
atď.
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PCA - technické detaily

(ko)variančná matica S: vyjadruje tvar dát
– rozptýlenosti x1, x2 a koreláciu medzi nimi

S =

(
0.57 −0.41
−0.41 0.61

)

hlavné komponenty (PC) = vlastné vektory S
rozptýlenosti v smeroch PC ≈ vlastné hodnoty S
Menejrozmer: vezmeme iba niekoľko prvých PC
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PCA - technické detaily
hlavné komponenty (PC) = vlastné vektory S
rozptýlenosti v smeroch PC ≈ vlastné hodnoty S

u1 =

(
−0.69
0.72

)
, λ1 = 1; u2 =

(
−0.72
−0.69

)
, λ2 = 0.18
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PCA - technické detaily

hlavné komponenty (PC) = vlastné vektory S
rozptýlenosti v smeroch PC ≈ vlastné hodnoty S
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nové dáta = súradnice vzhľadom na hlavné komponenty
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PCA - ešte technickejšie detaily
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matica dát X ∈ Rn×k

⇒ S = n−1XTX ∈ Rk×k

(výberová) disperzia v smere h: hTSh
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Zloženie jedla
PCA:
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Zloženie jedla
PCA aj so vzťahmi s pôvodnými premennými:
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Zloženie jedla
Konkrétne jedlá:
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Zloženie jedla

Rozdeľme jedlá do 5 skupín na základe zloženia
Štatistickou metódou, nie manuálne: zhlukovanie (clustering)

Výstup: čísla skupín pre jednotlivé jedlá

Fat Energy C-H Protein Cholesterol Sat. fat cluster
0.13 1.67 0.13 0.00 0.13 0.01 1
0.38 3.75 0.12 0.00 0.25 0.06 2
0.04 3.17 0.78 0.14 0.00 0.00 3
0.00 3.17 0.78 0.11 0.00 0.00 3
0.00 0.30 0.03 0.03 0.00 0.00 1
0.04 2.47 0.74 0.14 0.00 0.00 3

Aké skupiny sme získali?
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Zloženie jedla
Získané zhluky:
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Zloženie jedla
Zhluky pomocou pôvodných obrázkov:
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PCA - bonus

Lineárna regresia - metóda najmenších štvorcov:

uvažujme vycentrované dáta
x2,i = βx1,i + εi

minβ
∑n

i=1(x2,i − βx2,i )
2

Samuel Rosa Pohľad do viac dimenzií



PCA - bonus

Minimalizácia vzdialeností od priamky:

n∑
i=1

‖xi − pi‖ → min
‖v‖=1

pi =
vvT

vTv
xi

optimálne v: 1. vlastný vektor
XTX . . . teda PC1
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Mnohorozmerné škálovanie
Nemáme priamo dáta X, ale iba vzdialenosti medzi nimi
Ako zakresliť dáta?

Napr. hlasovanie na októbrovej schôdzi NRSR:
150 poslancov, 96 hlasovaní
rozdielnosť dvoch poslancov: počet odlišných hlasovaní (áno vs. nie má väčšiu
váhu ako áno vs. zdržanie)
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Mnohorozmerné škálovanie - technika

Matica vzdialeností D, hľadáme X
z D sa dá získať XXT

Rozbitie XXT na X: spektrálny rozklad (vl. vektory a hodnoty)

Typicky veľmi veľa-rozmerné X (až n)
Menej rozmerov: iba najväčšie vl. hodnoty (a ich vektory)
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Poslanci
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Poslanci 2016-2020

autori: Pál Somogyi, Radoslav Harman, Fridrich Csoltko
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Prvý rok koronavírusu
denné počty úmrtí počas marca 2020 až marca 2021 v Európe
korelácie medzi priebehmi:
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Prvý rok koronavírusu

Mnohorozmerné škálovanie:
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Mnohorozmerné škálovanie - veľmi technické detaily

D - matica vzdialeností
matica skalárnych súčinov: K = −1

2PAP, aij = d2
ij , P = In − Jn/n

ak by sme poznali X, tak K = XXT

spektrálny rozklad (ignorujúc nulové vl. hodnoty):

K = U1Λ1UT
1 = U1Λ

1/2
1 Λ

1/2
1 UT

1 = XXT

U: n × r , Λ1: r × r ⇒ Y = U1Λ
1/2
1 : n × r

r - počet nenulových λi
pre menší počet rozmerov: iba prvých niekoľko ui , λi ⇒ K ≈ YYT
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Mnohorozmerné škálovanie

Ak z dát X vypočítame euklidovské vzdialenosti D,
⇒ MŠ (pre vzdialenosti D) = PCA (pre pôvodné X)

Možné D:
získané ako vzdialenosti v k-rozmernom priestore – rôzne typy noriem
vzdialenosti medzi svetovými mestami (vzdušnou čiarou, cestné)
výsledky prieskumu: vnímané rozdiely medzi výrobkami/značkami
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t-SNE

PCA - Pearson (1901)
Mnohorozmerné škálovanie - Richardson (1938)
t-SNE - van der Maaten & Hinton (2008)
t-distributed stochastic neighbor embedding
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t-SNE

t-distributed stochastic neighbor embedding

pre dané xi ∈ Rk nájsť reprezentujúce yi ∈ R2

“vzdialenosti” medzi x1, . . . , xn: nie cez euklidovské vzdialenosti, ale cez
pravdepodobnosti:
pij = pp., že xi by si zvolil xj za suseda (čím sú bližšie, tým vyššia)

⇒ stochastic neighbor
vzdialenosti medzi y1, . . . , yn: qij
qij počítame pomocou Studentovho t-rozdelenia

⇒ t-distributed
hľadáme yi , aby qij ≈ pij

⇒ embedding
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t-SNE
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t-SNE
hľadáme yi , aby qij ≈ pij

numerická minimalizácia
numerické triky (a spôsob počítania vzdialeností), aby v 2-rozmere:
– relatívne blízke xi boli blízko
– vzdialenejšie xi boli od seba dobre oddelené
⇒ v 2-rozmere: husté zhluky, celkom dobre od seba oddelené

Technické detaily:
vzdialenosť medzi 2 rozdeleniami: Kullbackova-Leiblerova divergencia

I (P,Q) =
∑
i

∑
j 6=i

pij ln
(pij
qij

)
cieľ: nájsť y1, . . . , yn minimalizujúce C (y) = I (P,Q)

modifikovaná gradientná metóda
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MNIST – nakreslené čísla
Ručne napísané čísla 0, 1, . . . , 9
60 000 čiernobielych obrázkov, každý rozdelený do 784 (28× 28) políčok
políčka: odtiene šedej (čísla od 0 po 255)
⇒ 60 000 meraní, 784-rozmerné vektory
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MNIST
Najprv iba 2 500 údajov
PCA:
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MNIST
Mnohorozmerné škálovanie (pre manhattanskú vzdialenosť)
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MNIST
t-SNE:
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MNIST - tSNE
Postupne:

Iterácia 2
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MNIST - tSNE
Iterácia 6
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MNIST - tSNE
Iterácia 10
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MNIST - tSNE
Iterácia 16
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MNIST - tSNE
Iterácia 30
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MNIST - tSNE
Iterácia 60
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MNIST - tSNE
Iterácia 90
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MNIST - tSNE
Iterácia 100

−2 −1 0 1 2

−
2

−
1

0
1

2
3

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

Samuel Rosa Pohľad do viac dimenzií



MNIST - tSNE
Iterácia 110
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MNIST - tSNE
Iterácia 120
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MNIST - tSNE
Iterácia 130
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MNIST - tSNE

Pre všetkých 60 000 dát:
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Bonus: Isomap

Isometric feature mapping
máme x1, . . . , xn ∈ Rk

hľadáme menejrozmerné
y1, . . . , yn s podobnou štruktúrou
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Isomap

normálna Dij vs. “skutočná”
vzdialenosť d(xi , xj)

Samuel Rosa Pohľad do viac dimenzií



Isomap

susedia (K najbližších alebo všetci
bližší ako ε) ⇒ sieť
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Isomap

susedia (K najbližších alebo všetci
bližší ako ε) ⇒ sieť
skutočnú vzdialenosť odhadneme
ako dij = najkratšia cesta v sieti
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Isomap
Swiss roll:
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Isomap
Swiss roll: PCA
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Isomap
Swiss roll: Isomap
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Záverečné poznámky

nielen 2D/3D, ale ľubovoľný
počet rozmerov
nielen vykresľovanie, ale aj vstupy
do ďalších metód

náročnosť výpočtu, kvalita
modelu (pretrénovanie)

veľa ďalších metód: nelineárna
PCA, faktorová analýza,
Isomap, . . .
stále aktívna oblasť →
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