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Nelinearna rovnica vedenia tepla je jednou z mnohych nelinedrnych pa-
rabolickych rovnic a systémov, ktoré modeluji dolezité javy v redlnom svete
ale aj v matematike.

Asymptotika: RieSenia takychto tloh mézu existovat globalne

— ohranicenost, konvergencia k staciondrnemu rie$eniu a jej rychlost,
$pecidlne rychlost poklesu k nulovému rieseniu, ...

alebo méZzu vyvinit singularitu v kone¢nom Zase: blow-up (explézia)

— rychlost explézie, profil rieSenia v Case expldzie,
mozZnost jeho pokraovania, ...



Singularity v redlnom svete a matematike




Nelinedrna rovnica vedenia tepla

ur = Au+ uP, xeRN, t>0 (1)
N
ou 0%u
u=u(xt) >0, x=(x1,...,xn), Ut:a7 AU:;M
up = Au ... linedrna rovnica vedenia tepla (diftzia)
uP ... reak&ny &len (exotermickd reakcia)

p>1 ... superlinedrna nelinearita



Difazia vs. reakcia

v =Au+uP, xeRN t>0 (1)
u(x,0) = up(x), x € RN (2)




Dobry model

ur = Au+ uP, xeRN >0 (1)
(1) je dobra modelovd dloha:
@ vyzerd jednoducho (umoZiiuje relativne lahké pochopenie metdd, ktoré
sa daju pouZit aj pre komplikovanejsie tlohy)

@ ma velmi bohati matematicka Strukturu; jej stddium si vyZaduje

vela novych ndpadov a prindsa stdle nové prekvapenia

Kritické exponenty (pri ktorych sa meni spravanie sa rieeni):
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Metddy skiimania

P. Quittner, Ph. Souplet:
Superlinear Parabolic Problems,
Birkhauser 2007 (584 stran):

Vysledky a metédy ich ziskania
(nielen) pre modelovi rovnicu (1)

Od r. 2007 boli niektoré
otvorené problémy vyriesené,
viaceré zostali a pribudli nové . ..

Pavol Quittner

Philippe Souplet

Superlinear Parabolic Problems
Blow-up, Global Existence and Steady States




Zakladné nastroje pre skiimanie

Formulka variacie konstant
Energia (variatna $truktdra)
Skilovanie

Princip maxima



Formulka variacie konstant

t
vi—ay+yP y(0) =vo:  y(t) = ety + / &9y P(s) ds
0



Formulka variacie konstant

t
=y yO=wi v =eyot [ elys)ds
0
t
up = Au+uP;  wu(-,0)=up: u(-,t) = eAtuo+/ eBE=S) P (. 5) ds,
0

(20 1= G [, &) dy

UmoZiiuje: dokazat lokdlnu existenciu a jednoznacnost pre ug vo vhodnych

priestoroch funkcif (napr. LY(RN), g > W) ndjst optimalne podmienky
pre globdlnu existenciu, skimat stabilitu rieSenf, invariantné variety, ...

Pre vieobecnejgie tlohy: tedria CO-semigrip



Energia (varialna $truktdra)

E(v) = /}R’V (%\Vv(x)\z - ﬁvp"’l(x)) dx, v: RN [0, 00)

Formalne: E'(v)=0 < 0=Av+vP (1)s

— astrofyzika: Lane 1870, Emden 1907, Fowler 1930
— stojace viny nelinedrnej Schrodingerovej rovnice, dif. geometria, . ..



Energia (varialna $truktdra)

E(v) = /}R’V (%\Vv(x)\z - ﬁvp"'l(x)) dx, v: RN [0, 00)

Formalne: E'(v)=0 < 0=Av+vP (1)s

— astrofyzika: Lane 1870, Emden 1907, Fowler 1930
— stojace viny nelinedrnej Schrodingerovej rovnice, dif. geometria, . ..

[Fowler 1930-1931]

Ak p > 12, potom existuji kladné, radidlne symetrické riefenia (1)s.

E(v) je definovana len ak p = %




Energia (varialna $truktdra)

E(v) = /}RN (%\Vv(x)\2 - ivp"'l(x)) dx, v: RN [0, 00)

p+1
Formalne: E'(v)=0 < 0=Av+vP (1)s

— astrofyzika: Lane 1870, Emden 1907, Fowler 1930
— stojace viny nelinedrnej Schrodingerovej rovnice, dif. geometria, . ..

[Fowler 1930-1931]

Ak p > M , potom existuju kladné, radidlne symetrické riedenia (1)s.

E(v) je deflnovana len ak p = Ni%

[Gida, Spruck 1981]

Ak p < N+2 , potom neexistuji Ziadne kladné rieenia (1)s.

Tato L|OUV|IIeova veta (aj energia E) sa dajd (okrem iného) pouzit na
skiimanie kladnych rieeni (1)s na ohrani¢enych oblastiach.




Energia (varialna $truktdra)

E(v) = /RN (%\Vv(x)\2 — iv’”l(x)) dx, v: RN [0, 00)

Formalne: E'(v)=0 <« 0=Av+vP (1)s
d

—E(u(-,t)) = —/ u3(x,t)dx <0 ... Ljapunovova funkcia
dt RN



Energia (varialna $truktdra)

E(v) = /RN (%\Vv(x)\2 — Lv”“(x)) dx, v: RN [0, 00)

p+1
Formalne: E'(v)=0 <« 0=Av+vP (1)s
iE(u(-7 t)) = —/ u3(x,t)dx <0 ... Ljapunovova funkcia
dt RN

[Fila, Yanagida 2011]

Pre p > % existuje kladné (radidlne symetrické ak p < N 10) rieSenie

(1) definované pre t € (—o0, 00), lim_ 10 u(+, t) = 0 (homoklinika)




Energia (varialna $truktdra)

E(v) = /}RN (%\Vv(x)\2 — Lv”“(x)) dx, v: RN [0, 00)

p+1
Formalne: E'(v)=0 <« 0=Av+vP (1)s
d —E(u(-,t)) = —/ u3(x,t)dx <0 ... Ljapunovova funkcia
dt RN

[Fila, Yanagida 2011]

Pre p > % existuje kladné (radidlne symetrické ak p < N . N=4 Yiegenie

(1) definované pre t € (—o0, 00), lim_ 10 u(+, t) = 0 (homoklinika)

N
<
A\

[Poldtik, Q., Souplet 2007]

Pre p < x% Ziadne kladné radidlne symetrické rieSenie (1) definované pre

t € (—o00,0) neexistuje (Liouvilleova veta)




Blow-up zo zdpornej energie

vy =Au+uP, xeRN t>0 (1)
u(x,0) = up(x), x € RN (2)
E(v) = /RN(;;VV(X)F - ﬁv"“(x)) dx, %E(u(-7 t)) <0

[Levine 1973]

Ak E(up) < 0 potom riesenie (1)—(2) exploduje v kone¢nom &ase.

t
I\/I(t)::// u?(x, s) dx ds
0 JRN
MM" > (1+a)(M')?, t>t, = M jekonkdvna

Idea dokazu:



Blow-up zo zdpornej energie

vy =Au+uP, xeRN t>0 (1)
u(x,0) = up(x), x € RN (2)
E(v) = /RN(;;VV(X)F - ﬁv"“(x)) dx, %E(u(-7 t)) <0

[Levine 1973]

Ak E(up) < 0 potom riesenie (1)—(2) exploduje v kone¢nom &ase.

t
I\/I(t)::// u?(x, s) dx ds
0 JRN
MM" > (1+a)(M')?, t>t, = M jekonkdvna

Idea dokazu:

Pozndmka: Levine tvrdil [y u?(x,t) dx — co pre t — T.



Existencia globalnych riesenf

vy =Au+uP, xeRN t>0 (1)
u(x,0) = up(x), x e RN (2)

[Fujita 1966]

Ak p <1+ % potom v3etky kladné rieSenia (1)—(2) explodujd v kone¢nom
Case. Ak p > 1+ % potom pre “malé” wup je rieSenie (1)—(2) globélne.




Existencia globalnych riesenf

vy =Au+uP, xeRN t>0 (1)
u(x,0) = up(x), x e RN (2)

[Fujita 1966]
Ak p <1+ % potom v3etky kladné rieSenia (1)—(2) explodujd v kone¢nom

Case. Ak p > 1+ % potom pre “malé” wup je rieSenie (1)—(2) globélne.

p>1+ %: Pre malé ugp globdlna existencia, pre velké blow-up

Otézka: Co sa deje na prechode medzi globalnou existenciou a blow-up-om?

V Zzavislosti na p, N, up mdze toto “hrani¢né” rieSenie existovat globalne
(a konvergovat k nule s réznymi rychlostami poklesu, ku kladnému sta-
ciondrnemu riedeniu, k “nekone¢nu”) a moze tieZ explodovat v kone¢nom
Case.



Skilovanie

Ak X > 0 a u je rieSenie
ur = Au+ uP, xeRN, t>0, (1)

potom  uy(x,t) = AP Dy(Ax, \°t)  tieZ riedi (1).

Samopodobné rieSenia: u = uy

u(x,t) = tfl/(pfl)U(%> resp. u(x,t) = (T—t)*l/(Pfl)U<Lt>7

kde U riesi istd eliptickd rovnicu.

Otézka: Je rychlost explézie (T — t)~'/(P~1) rovnak4 aj pre rieenia, ktoré
nie sii samopodobné?



Rychlost’ explézie

uy=Au+uP, xeRN te(0,7) (1)

(T —1) M) <supu(x,t) < C(T — 1) P Y (3)



Rychlost’ explézie

=Au+uP, xeRN te(0,7) (1)

(T —1) M) <supu(x,t) < C(T — 1) P Y (3)

[Giga, Kohn 1987]

Odhad (3) plati pre kazdé explodujice kladné rieenie, ak p < %*g

Dokaz zalozeny na 8kdlovani, energetickych odhadoch a Liouvillovej vete.




Rychlost’ explézie

uy=Au+uP, xeRN te(0,7) (1)

(T —1) M) <supu(x,t) < C(T — 1) P Y (3)

[Giga, Kohn 1987]
N2

Odhad (3) plati pre kazdé explodujiice kladné rieenie, ak p < 5=5.
Dokaz zalozeny na 8kdlovani, energetickych odhadoch a Liouvillovej vete.

N
|
| \,

[Herrero, Velazquez 1994 — preprint]

Ak p > 1+ 4?’ 4+)va 0 potom odhad (3) platit nemusi.




Rychlost’ explézie

uy=Au+uP, xeRN te(0,7) (1)

(T —1) M) <supu(x,t) < C(T — 1) P Y (3)

[Giga, Kohn 1987]
N2

Odhad (3) plati pre kazdé explodujiice kladné rieenie, ak p < 5=5.
Dokaz zalozeny na 8kdlovani, energetickych odhadoch a Liouvillovej vete.

N
|
| \

[Herrero, Velazquez 1994 — preprint]

Ak p > 1+ 4?’ 4+)va 0 potom odhad (3) platit nemusi.

v

Pre ostatné p st zname len postadujice podmienky na ug zaru€ujice odhad
(3). V pripade riegeni, ktoré menia znamienko, plati odhad (3) tieZ pre
p < % (Giga, Matsui, Sasayma 2004) ale nemusi platit pre p = N+§

(Filippas, Herrero, Veldzquez 2000: N < 6: Schweyer 2012: N = 4).



Princip maxima

Porovnavaci princip

Ak up < vy, potom u(x, t) < v(x,t).

@ Porovndvanie so (zndmymi) staciondrnymi a samopodobnymi rieeniami
¢asto umoZiiuje dokazat gobalnu existenciu, apriérne odhady pripadne
blow-up rieseni.

@ Princip maxima sa €asto pouZiva aj na kombinaciu rieSenia a jeho de-
rivacii, napr. u; — euP alebo rN=lu, 4+ erN*toy9.



Princip maxima

Porovnavaci princip
Ak up < vy, potom u(x, t) < v(x,t).

@ Porovndvanie so (zndmymi) staciondrnymi a samopodobnymi rieeniami
¢asto umoZiiuje dokazat gobalnu existenciu, apriérne odhady pripadne
blow-up rieseni.

@ Princip maxima sa €asto pouZiva aj na kombinaciu rieSenia a jeho de-
rivacii, napr. u; — euP alebo rN=lu, 4+ erN*toy9.

Jemnejgie vysledky moZno dostat v radidlne symetrickom pripade:

Zero number

Ak st u,v radidlne symetrické rieSenia, potom je polet ich priesecnikov
diskrétny Ljapunovov funkcional.

V pripade systémov princip maxima vo vieobecnosti neplati, ale ¢asto sa da
dokdzat pre vhodnii nelinedrnu kombindaciu jednotlivych komponent.



