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Figure 1 : Platénske telesd a ich mapy.
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Kombinatorickd mapa

Graf (pekne) nakresleny na ploche

dim. O - vrcholy, dim. 1 - hrany, dim. 2 - steny
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Enumeracné problémy

Korl’ko je koreiovych map?

Kol'ko je koreiovych mép na danej ploche s n hranami (v vrcholmi a
f oblast’ami)?

Kol’ko je neizomorfnych map?

Kol'ko je vzdjomne neizomorfnych mép na danej ploche s n hranami?

Variacie oboch problémov:

Kol'ko je vzajomne neizomorfnych map na danej ploche s n hranami
danej vlastnosti? bipartitné, dvojsuvislé, jednooblastné, triangulacie




Vzorka sférickych korenovych mép

ERASCRSORS

Figure 2 : Counting maps on the sphere.




Ddélezité myslienky a vysledky

(1) Steinitzova teoréma:

Mapa je polyhedralna prave vtedy, ak je plandrna a 3-stvisla.

(2) Kuratowského teoréma:

Graf je plandrny prave vtedy, ak neobsahuje subdiviziu K5 alebo K3 3.

(3) Robertson-Seymourova teoréma:

Grafy st dobre kvazi uzporiadané vzhl’adom na usporiadanie byt’
minorom. Inak, triedy grafov uzavreté na kontrakciu hrany a podgrafy
mozno charakterizovat’ pomocou konecného poctu zakdzanych
podgrafov.




Ddélezité myslienky a vysledky

(

Kompaktnd sivisld plocha § je tplne uréend svojou Eulerovou
charakteristikou  a orientovatel'nost’ ou, pricom pre 'ubovol nd
mapu na S plati:

4) Euler-Poincarého teoréma

v—et+f=x,

kde v, e a f st pocty vrcholov, hrdn a oblastia y =2 — 2g v
orientovatel' nom pripade, 2 — g v neorientovatel nom pripade.
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Preco pocitame mapy

© Externa motivacia: chémia (uhl'ovodiky, fuleriny), Statisticka
fyzika, 2-dimenziondlne gravitacné polia, thedria striin, biol6gia

@ Matematicka motivacia: pocitanie nakryti, poCitanie podgrip
daného indexu v nejakej univerzélnej grupe, skimanie akcie
absolitnej Galoisovej grupy na mapach, algebraické krivkyi....

© Motivacia vniitri tedrie map: Generovanie map, asymptotické
spravanie map, , Fenomén Chirality versus Reflexibility,...



Feynmann diagrams




Od topologie do kombinatoriky

Kategéria ORMAPS

(X;R), (D;R,L), L*> = 1 a Mon(M) = (R, L) je tranzitivna na D,
(suvislost’)

Kategéria MAPS

(F; N, p,7), N2 =72 = p?> = (A1)? = 1, (\, p, 7) je tranzitivna na F.




Permutacny opis mapy (D; R, L)

R=(1,2,3)(17",6,57H(27",547 (37" 4,67")

L:x—x L.

Figure 3 : Tetrahedral map.




Permutacny opis mapy (F; 19, 71, 72)

1-0 3 0‘1

01 2 o 2 10

2| |2 1 1 2| |2

01 e 10

¢ » VA 2 NA

Figure 4 : Map and its graph encoding.




Orientovatel’'nost’ a chiralita

Opis nie je zavisly od orientacie, automorfizmy takychto map moézu
menit’ orientdciu plochy.




Orientovatel’nost’ a chiralita

Opis nie je zavisly od orientacie, automorfizmy takychto map moézu
menit’ orientdciu plochy.

Dand plocha je orientovatel'nd, ak kryStalizdcia (dudl barycentrickej
subdivizie) je bipartitna. ’




Orientovatel’nost’ a chiralita

Opis nie je zavisly od orientacie, automorfizmy takychto map moézu
menit’ orientdciu plochy.

Dand plocha je orientovatel'nd, ak kryStalizdcia (dudl barycentrickej
subdivizie) je bipartitna. ’

Algoritmus na zist'ovanie orientovatel nosti. J




Orientovatel’nost’ a chiralita

Opis nie je zavisly od orientacie, automorfizmy takychto map moézu
menit’ orientdciu plochy.

Dand plocha je orientovatel'nd, ak kryStalizdcia (dudl barycentrickej
subdivizie) je bipartitna.

Algoritmus na zist'ovanie orientovatel nosti. |

Takto sa d4 zist'ovat’ orientovatel'nost’ aj v simplicidlnych
komplexoch a pod. Struktirach vysSej dimenzie.

Orientovatel' nd mapa je izomorfnd svojmu zrkadlovému obrazu prave
vtedy, ak biparticie prehadzujici automorfizmus krystalizacie.
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Figure 5 : Regular embedding of K in the torus appears in two
‘enantiomers’, in the category of ORMAPS they are not isomorphic.

V reguldrnej mape je akcia grupy automorfizmov tranzitivna na
vrcholoch, oblastiach aj hranach, preto regularita implikuje
kombinatorickd uniformnost’.
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Vyznam pre enumeracie

Namiesto topologickych map pocitame permutacné diagramy,
konecné objekty

L ahSie je mozné uchopit’ pre enumericie vyznamnu otdzku, ktoré
mapy budeme povazovat’ za totoZné a ktoré rozliSime

Zadanim koreia sa trivializuje grupa symetrii, tym sa enumeracia
zjednodusi,
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Symetrie map a ploch

Riemann-Hurwitzova veta

vzt'ah medzi Eulerovymi charakteristikami dvoch nakryvajicich sa
map.

Hurwitzovo ohrani¢enie

R4d grupy (orientédciu zachovavajucich) automorfizmov mapy rodu
g > 1 je najviac 84(g — 1)

Poznamka

Pre kategoriu MAPS je situdcia zloZitejSia, totiz M /G mdze byt
plocha s krajom. Grupa automorfizmov je v tomto pripade
< 168(g — 1).
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Figure 6 : Akcia grupy Z, na torickej mape typu [0; 2%] a prislusny kvocient
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Figure 7 : Antipodélna akcia grupy Z, na kocke a jej kvocient v proj. rovine
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Figure 8 : Triangular imbeddings of K into the projective plane and K7 into
the torus.



Univerzalne nakrytia

Ozna¢me

At (00,00,2) = (r,£|f> = 1) univerzélna trojuholnikov4 grupa,
At (p,q,2) = (r,f|r" = (r{)4 = ¢* = 1) trojuholnikovd grupa typu
(P, q)-
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Univerzalne nakrytia

Oznacme

At (00,00,2) = {r,/|¢* = 1) univerzdlna trojuholnikova grupa,
At (p,q,2) = (r,|r? = (rf)9 = %> = 1) trojuholnikov4 grupa typu
(p: @)

Zrejme pre dant or. mapu (D; R, L) s grupou monodrémie (R, L)
existuje kanonicky epimorfizmus ® : r — R, £ +—> L.

Podobne, |[R| = p a |RL| = q, tak priradenie r — R, ¢ — L moZno
roz§frit’ na epimorfizmus A*(p, q,2) — Mon(M).

Mapa odpovedajica G = AT, A™(p, q, 2) sa definuje nasledovne:
D = A*,Rx = rx, Lx = /x.




Figure 9 : Reflection symmetries of the hyperbolic tessellation {6,4}.




Figure 10 : Totally self-dual regular hypermap of type (4, 4,4) of genus 2
arises as a quotient of the triangle AT (4,4, 4) by a characteristic subgroup .



VonkajSie symetrie map

VONKAJSIE AUTOMORFIZMY a MONOMORFIZMY At (p, ¢, r)
MAJU GEOMETRICKU INTERPRETACIU, napr. dualita, Petrie
dualita, antipodalita, exponenty,...

Napr. Ak (D; R, L) je ikosaedrdlna mapa, tak (D; R?, L) je Keplerov
vel'ky dodekaeder - reguldrna mapa typu (5, 5) Eulerovej
charakteristiky 12 — 30 4+ 60/5 = —6, g = 4.




Od kombinatoriky ku geometrii

S < AT je nekoneéné podgrupa indexu |D|, teda mapa odpovedajtica
trojuholnikovej grupe nie je na kompaktnej ploche.

MA TEDA TA UNIVERZALNA MAPA GEOMETRICKU
INTERPRETACIU?



Od kombinatoriky ku geometrii

S < AT je nekoneéné podgrupa indexu |D|, teda mapa odpovedajtica
trojuholnikovej grupe nie je na kompaktnej ploche.

MA TEDA TA UNIVERZALNA MAPA GEOMETRICKU
INTERPRETACIU?

Jednoduchsie je zodpovedat’ otdzku geometrie univerzalnych méap
typu (p, ¢), chceme pekné mapy = rovnaké uhly, hrany tvoria
najkratSie spojnice.

Ak [1) + é > % tak univerzalne mapy su Platonske telesa na sfére,
napr. oktaéder m4 vSetky uhly pravé, trojuholnikové grupy
AT (p,q,2) si konetné, p,q > 2.




Ak zl7 é = 1, B-P veta ddva 2 rieSenia (p, q) = (4,4), (6,3).
Univerzalne mapy su v tomto pripade 4-uholnikové, resp.
6-uholnikové pokrytie Euklidovskej roviny, grupa A™(4,4,2) je
podgrupou grupy izometrii roviny, odtial’ I'ahko nahliadneme jej
Struktdru.
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Figure 11 : Toroidal regular map {4,4}, . as a (regular) quotient of the
universal map of type {4,4}



Zatial'¢o A™(4,4,2) je grupa s jednoduchou 3truktirou

(Z x Z) x Zy, AT (7,3,2) je omnoho komplikovanejsia, napriklad
takmer vSetky jednoduché grupy su jej epimorfnymi obrazmi. Je
podrupou grupy izometrii hyperbolickej roviny.

Figure 12 : Barycentric subdivision of the universal Hurwitz map



Klasifikacné problémy z tedrie symetrickych map

1976 Griinbaumov problém

Existuje (nekonecne) vel’a mdp daného hyperbolického typu?

Dokaz existencie pomocou Dessigns d’enfants, p = kg+r, 0 <r < g

a) p-2 b)

q-1 q-2 q-2 q-2 q-r-1

) eeo e



1976 Griinbaumov problém

Dokaz pouzitim Mal cevovej vety

Trojuholnikova grupa A(p, ¢,2) je maticova grupa. Podl'a
Mal cevovej vety maticové grupy su rezidudlne konecné.




Suvisiace problémy

Theorem (Miller 1902)

For any three integers p, q, and n, all greater than 1, there exist
infinitely many pairs of permutations «, 8 such that o has order p, 3
has order g, and a3 has order n, except that the three numbers are
2,3,30r2,3,40r2,3,5 (ordered arbitrarily) or two of the numbers
are 2.
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Suvisiace problémy

Theorem (Miller 1902)

For any three integers p, q, and n, all greater than 1, there exist
infinitely many pairs of permutations «, 8 such that o has order p, 3
has order g, and a3 has order n, except that the three numbers are
2,3,30r2,3,40r2,3,5 (ordered arbitrarily) or two of the numbers
are 2.

Theorem (MacBeath)

There exist infinitely many Hurwitz groups.

Higmannov problém

Je pravda, Ze pre dany hyperbolicky typ (p, ¢, r) existuje ng také, ze
pre kazdé n > ng alternujica grupa A, je epimorfnym obrazom
A(p,q,1)?

Riesenie Conder, Everitt




REGULARNE MAPY DANEHO RODU

Z Hurwitzovho odhadu vyplyva, Ze reguldrna mapa rodu > 1 ma
pocet $ipov najviac 84(g — 1). ’

Problém
Predand plochu S klasifikujte reguldrne mapy na S.

Pre plochy malého rodu moZno néjst’ normalne podgrupy malého
indexu grupy A (oo, 00, 2) daného rodu. ’

Tak ziskame nasledovnu tabul’ku Conder, Everitt 2001: J




REGULARNE MAPY DANEHO RODU

Rod | No. maps | chiral || nrod | no. maps || nrod | no.maps
2 6 - 2 - 16 8
3 12 - 3 - 17 4
4 12 - 4 2 18 -
5 12 - 5 4 19 1
6 13 - 6 3 20 5
7 14 2 7 2 21 1
8 12 1 8 1 22 4
9 32 3 9 3 23 4
10 27 3 10 3 24 -
11 20 6 11 2 25 3
12 14 2 12 3 26 3
13 22 - 13 2 27 -
14 13 1 14 3 28
15 24 1 15 1 29 6




REGULARNE MAPY DANEHO RODU

Problém Conder-Everitt 1995

Existuje nekonecne vel’a ploch, na ktorych nie je Ziadna regularna
mapa?

Breda, Nedela a Siran

Klasifikécia regularnych mép prvociselnej Eulerovej charakteristiky,
TAMS 2005.




Regularne mapy prvociselnej Eulerovej charakteristiky

Ak p = —1 (mod 4) oznaéme v(p) poCet dvojic prirodzenych ¢isel
(j,1) takych, ze j > 1 > 3,jajlsinepane,a (j—1)(I—1)=p+ 1.

Theorem

Nech p je prvocislo, p # 2, 7, 13, and let N1, je neorientovatel'nd
plocha Eulerovej charakteristiky —p.

(1) Ak p = 1 (mod 12), potom neexistuje reguldrna mapa na Ny .

(2) Ak p = 5 (mod 12) potom, aZ na izomorfizmus a dualitu, existuje
presne jedna reguldrna mapa na N, 1.

(3) Ak p = —5 (mod 12) potom, az na izomorfizmus a dualitu, existuje
v(p) reguldrnych mdp na N,,».

(4) Ak p = —1 (mod 12) potom, azZ na izomorfizmus a dualitu, existuje
v(p) + 1 reguldrnych mdp na Ny».




Ako je to s existenciou chirdlnych map?

KLASIFIKACIA VELKYCH GRUP AUTOMORFIZMOV
RIEMANNOVYCH/KLEINOVYCH PLOCH?




Enumeréacia korenovych mdp daného rodu

g = 0, n pocet hrdn, Tutte 1963

Arqués, Giorgetti 1999

Odvodili generujicu funkciu pre 'ubovol'ny rod g > 0, aZ na
koeficienty nezndmeho polynému stupnia najviac 6g — 6

Konkrétne enumeracné vzorce

Q 1987: Arqués g = 1,

© 1991: Bender, Canfield g = 2, 3,

© 2011: Mednykh, Giorgetti g = 4,

© 2012: Walsh, Mednykh, Giorgetti 5 < g < 11.




ENUMERACIA MAP DANEHO RODU

Liskovets, Wormald (1981)

Vzorec pre pocet map na sfére. Pre g > 0 rieSenie nebolo zndme.

Theorem (Mednykh, Nedela JCTB 2006)
1 .
@7(1’1) = ; Z Z EPIO(’/TI (0)7 Z@)\IIO(m)
Lin,n=Cm O€O0rb(S~ /Zy)
71(0) je F-grupa, generovand a;, b; a ej, pricom plati:

8

.
[Tlaod[[ei=1. €' =1 prekazdé j=1,...,r.
i=1 =1

2 v

Epio(m1(0), Zy) je aritmetickd iselno-teoreticka funkcia,
U (m) mozno vyjadrit’” ako pomocou klasickych Tuttovych funkcii.




Genesis of toroidal maps

No. edges, No. rooted maps , No. unrooted maps:
02,1,1

03,20,6

04, 307, 46

05, 4280, 452

06, 56914, 4852

07, 736568, 52972

08, 9370183, 587047

09, 117822512, 6550808

10, 1469283166, 73483256

11, 18210135416, 827801468

12, 224636864830, 9360123740

13, 2760899996816, 106189359544

14, 33833099832484, 1208328304864

15, 413610917006000, 13787042250528

16, 5046403030066927, 157700137398689
17, 61468359153954656, 1807893066408464

18, 747672504476150374, 20768681225892328
S



Toroidal maps

19, 9083423595292949240, 239037464947999900
20, 110239596847544663002, 2755989928 117365244

21, 1336700736225591436496, 31826208029615881656

22, 16195256987701502444284, 368074022535205870382

23, 196082659434035163992720, 4262666509741017440552

24, 2372588693872584957422422, 49428931123444048643388

25, 28692390789135657427179680, 573847815786545413529104

26, 346814241363774726576771244, 6669504641624799675973078

27, 4190197092308320889669166128, 77596242450201993985513136
28, 50605520500653135912761192668 903670008940406050891508432
29, 610946861846663952302648987552
10533566583563768540393559344

30, 7373356726039234245335035186504

122889278767322703855171530872



Asymptotické spravanie map

Bender, Canfield 1986

mg(n) ~ tgnS(g —1)/2127 kde t, je konstanta vypocitatel' nd pomocou

nelinedrnej rekurzie. Hodnoty pre sféru a torus su ty = %, H = i.

Richmond, Canfield 1995

Takmer vSetky mapy daného rodu st rigidné, mapy s netrividlnou
symetriou tvoria exponencialne mald Cast’.

Drmota, Nedela 2011

Asymtoticky reflexibilné mapy tvoria priblizne druhti odmocninu
vSetkych mép

o Al o %log U(n) ~ (n/2) logn




