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Altenatívy a preferencie nad nimi

Množina alternatív – ľubovoľná
X : x , y , z , . . . (ponuky vo verejnom obstarávaní, kandidáti na
prezidenta, uchádzači o pozíciu, teplota v miestnosti,
gymnasti, tanečníci)

Preferencia
�: relácia čiastočného usporiadania na X : x � y značí
"preferujeme (ostro) x voči y"
x ∼ y = x � y , x ⊀ x (x , y nie sú v relácii): sme voči x , y
indiferentní
x � y = x � y alebo x ∼ y : x preferujeme slabo voči y

�: úplná tranzitívna symetrická relácia



Spoločenstvo a jeho voľba
Spoločenstvo:
konečná množina I = 1, . . . ,N členov (agents) - obyvatelia domu,
občania krajiny, konkurzná komisia, užívatelia miestnosti,
rozhodcovia ... s individuálnymi preferenciami �i , i = 1, . . . n nad
spoločnou množinou alternatív X

Spoločenská voľba
F : pravidlo, ktoré pre každý profil individuálnych preferencií vytvorí
preferenciu spoločenstva:

�= F(�1, . . . ,�N)

Napríklad:
Poradovník ponúk, uchádzačov o profesúru, krasokorčuliarov,
tanečníkov...

Príbuzná úloha
Voľby (napr. prezidenta) [K. Cechlárová]



Pravidlo Weak Pareto (WP)

Spoločenstvo:
rozhodcovia Janík, Petrík, Pavlík (N=3)
Alternatívy (pretekári): Li, Chow, Wang (]X= 3)

Profil:
Janík(1): Li �1 Chow �1 Wang
Petrík(2): Chow �2 Wang �2 Li
Pavlík(3): Li ∼3 Chow �3 Wang
Bolo by OK, keby spoločenská preferencia bola
Li �Wang � Chow?

Je v rozpore so všetými individuálnymi preferenciami, preto

Pravidlo (WP)
Ak x �i y pre v vsetky i , tak x ⊀ y , t.j. x � y (voľba nie je
nanútená zvonka)
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Pravidlo rovnosti členov

(SYM)
F je invariantné vzhľadom na permutáciu argumentov (symetria =
anonymita = rovnosť hlasov)

Napríklad

Li �1 Chow �1 Wang Chow �1 Wang �1 Li
Chow �2 Wang �2 Li Li �2 Chow �2 Wang
Li ∼3 Chow �3 Wang Li ∼3 Chow �3 Wang

dávájú tú istú spoločenskú voľbu



Pravidlo, čo spĺňa (WP),(SYM)

Li �1 Chow �1 Wang
Chow �2 Wang �2 Li
Li ∼3 Chow �3 Wang

Bordovo skore(Borda count):
Li 1, Chow 2, Wang 3
Chow 1, Wang 2 Li 3
Li 1,5, Chow 1,5, Wang 3

V súčte Li 5,5, Chow 4,5, Wang 8 =⇒
Chow � Li �Wang



Pravidlo, čo spĺňa (WP),(SYM)

Li �1 Chow �1 Wang
Chow �2 Wang �2 Li
Li ∼3 Chow �3 Wang

Bordovo skore(Borda count):
Li 1, Chow 2, Wang 3
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V súčte Li 5,5, Chow 4,5, Wang 8 =⇒
Chow � Li �Wang



Jean-Charles de Borda 1733 – 1799



Dve alternatívy

Napríklad
Kasárne (K), Nemocnica (N)
Bordovo skóre = väčšinové hlasovanie:
Je väčšinové hlasovanie jediné pravidlo, čo spĺňa (WP),(SYM)?

Kvórum
I ústavný zákon moňo zmeniť iba ak za zmenu hlasujú 2/3

členov, na profesúru treba aby za uchádzača hlasovalo 2/3
členov vedeckej rady

I v bezpečnostnej rade platí "právo veta", teda jednomyseľnosť
I na zmenu (áno) treba silnejšiu podporu ako na zachovanie

statu quo (nie)

Symetria altenatív (SYM-A):
Zámena alternatív v profile individuálnych vo preferencií má za ich
zámenu spoločenskej voľbe (kvórum ho nespĺňa)



Jednoznačnosť väčšinového hlasovania

R. May 1952:
Jediná spoločenská voľba, ktorá spĺňa (SYM), požiadavku symetrie
alternatív (SYM-A) a požiadavku positive responsivness

(PR)
Ak spoločenská voľba nejakého profilu vedie ku K � N, jeden z
členov i zmení svoju preferenciu z K ≺i N na K ∼i N alebo z
K ∼i N na K �i N tak sa K � N zmení na K � N

je väčšinové hlasovanie.



Robert May 1936



Dôkaz Mayovej vety

(SYM): Voľba závisí iba od dvojice (IK , IN), kde IK , IN sú počty
členov i , ktorí K �i N resp. N �i K .

(SYM-A): IK = IN =⇒ K ∼ N.

Ak IK > IN = J, tak oproti profilu IK = IN = J muselo niekoľko i
zmeniť preferenciu z K ∼i N na K �i N, z čoho vzhľadom na
(PR) vyplýva K � N.

Zo (SYM-A) vyplýva N � K ak IN > IK .



3 a viac alternatív

Li 1, Chow 2, Wang 3
Chow 1, Wang 2 Li 3
Li 1,5, Chow 1,5, Wang 3

Bordovo skore: Chow 4,5, Li 5,5, Wang 8

Ak by Wang bol diskvalifikovaný pre doping: Li 4,5, Chow 4,5, teda
Li ∼ Chow

Podmienka nezávislosti dvojíc, (PND):
Spoločenská preferencia medzi dvoma alternatívami nezávisí od
preferencií k ostatným alternatívam
Ak nie je splnená, jednotlivý člen môže spoločenskú voľbu
manipulovať.



Porovnávanie po dvojiciach?

x � y ak by to vyšlo z väčšinového hlasovania

Condorcetov paradox
]X = N = 3

x �1 y �1 z , y �2 z �2 x , z �3 x �3 y =⇒ x � y � z � x ,

spor s transverzalitou.
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Marquis de Condorcet, 1743–1794

(Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat)



Arrowova veta

Arrow 1950: (WP), (SYM) a (PND) sú nezlučiteľné. Presnejšie,
ak (WP), (SYM), tak existuje medzi èlenmi diktátor, t.j. člen i0
taký, že ak x �i0 y tak x � y .

I má mnoho názvov: possibility theorem, impossibility theorem,
veta o diktátorovi

I je neintuitívna a taký je aj jej dôkaz. Ten je navyše
komplikovaný, ale celkom elementárny



Kenneth Arrow, 1921



Protipríklad?

Konsenzus:
x � y ak x �i y , inak x ∼ y : spĺňa (WP),(SYM),(PND), ale...

Neočakávané dôsledky:
N = 2, ]X = 3:

x �1 y �1 z
y �2 z �2 x

}
=⇒ y � z ∧ y ∼ x ∧ x ∼ z ;

vďaka transverzalite
y ∼ z ,

spor!
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Tanec: Tereza

Nevýhody Bordovho skóre:

I nemusí vyhrať tanečník, ktorého je na prvom mieste un väčšiny
rozhodcov

I jeden z rozhodcov môže silno ovpyvniť zhodu ostatných

Prvú z nevýhod nemá v súčasnosti používaný



"Skating"system

Počet rozhodcov N nepárny, počet tanečníkov M.
1. Položíme k = 0, Mk = ∅, mk = 0
2. Ak k < M taK k → k + 1, inak koniec.
3. Ak T ∈ Mk+1 \Mk , tak T sa umiestni na (

∑k
j=1 mk + 1-tom

až (
∑k+1

j=1 mk -tom mieste
4. Návrat na 2.



Reálne súťǎže



Xavier Mora



Xavier Mora



Pri Filippi sme sa stretli



Zermelo

Otázka
Ako určiť poradie tímov z neúplnej tabuľky (americký futbal)

E. Zermelo: Die Berechnung der Turnier-Ergebnisse als ein
Maximum-problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Math. Z.
20(1929), 436-460
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Ernst Zermelo 1871 - 1953



Robustnosť

Borda versus Skating
Nakoľko môže jeden rozhodca ovplyvniť výsledok?

Možné skóre
I T tanečníkov, R rozhodcov
I QTR = súčet Bordových skóre tanečníkov = RT (T + 1)/2
I BTR = počet možných konfigurácií skóre pre dané R,T ≤

počet spôsobov, akými možno napísať QTR ako súčet T čísel
≥ R a ≤ RT



Partition problem (Euler)

ρmn = počet moňostí, ktorými možno m dostať ako súčet n čísel:

BRT ≤ ρQR ,T ,

(ohraničenia na sčítance)

Vytvárajúca funkcia pre ρmn:

Fm(x)n =
1

(1− x)(1− x2) . . . (1− xm)



Leonhard Euler 1707-1783


