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Altenativy a preferencie nad nimi

Mnozina alternativ — [ubovolna

X :x,y,z,... (ponuky vo verejnom obstaravani, kandidati na
prezidenta, uchadzaci o poziciu, teplota v miestnosti,
gymnasti, taneénici)

Preferencia

> relacia Ciasto€ného usporiadania na X: x = y znadi
"preferujeme (ostro) x voci y"
x~y=x%y,xAx(x,y niesu v relacii): sme voii x,y
indiferentni

x =y = x = y alebo x ~ y: x preferujeme slabo voéi y

=: Gplna tranzitivna symetricka relacia



Spolocenstvo a jeho volba

Spolocenstvo:

koneéna mnozina | =1,..., N ¢lenov (agents) - obyvatelia domu,
obcania krajiny, konkurzna komisia, uzivatelia miestnosti,
rozhodcovia ... s individualnymi preferenciami =;, i =1,...n nad
spolo€nou mnozinou alternativ X

Spolocenska volba

F: pravidlo, ktoré pre kazdy profil individualnych preferencii vytvori
preferenciu spoloéenstva:

t:f(tlw"atN)

Napriklad:

Poradovnik ponuk, uchadzacov o profesiru, krasokorculiarov,
tanecnikov...

Pribuzna tloha
Volby (napr. prezidenta) [K. Cechlarovd]



Pravidlo Weak Pareto (WP)

Spolocenstvo:

rozhodcovia Janik, Petrik, Pavlik (N=3)
Alternativy (pretekari): Li, Chow, Wang (§X= 3)

Profil:

Janik(1): Li =1 Chow -1 Wang

Petrik(2): Chow >~ Wang > Li

Pavlik(3): Li ~3 Chow >3 Wang

Bolo by OK, keby spolocenska preferencia bola
Li > Wang = Chow?
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rozhodcovia Janik, Petrik, Pavlik (N=3)
Alternativy (pretekari): Li, Chow, Wang (§X= 3)

Profil:

Janik(1): Li =1 Chow -1 Wang

Petrik(2): Chow >~ Wang > Li

Pavlik(3): Li ~3 Chow >3 Wang

Bolo by OK, keby spolocenska preferencia bola
Li > Wang = Chow?

Je v rozpore so vsetymi individualnymi preferenciami, preto

Pravidlo (WP)

Ak x =; y pre v vsetky i, tak x £ y, t.j. x = y (volba nie je
nanGtena zvonka)



Pravidlo rovnosti ¢lenov

(SYM)
F je invariantné vzhladom na permutaciu argumentov (symetria =
anonymita = rovnost hlasov)

Napriklad
Li >=1 Chow =1 Wang Chow >1 Wang 1 Li
Chow =5 Wang = Li Li = Chow =, Wang
Li ~3 Chow =3 Wang Li ~3 Chow =3 Wang

davaja ta ista spolocenski volbu



Pravidlo, ¢o splha (WP),(SYM)

Li =1 Chow =1 Wang
Chow =5 Wang =5 Li
Li ~3 Chow =3 Wang



Pravidlo, ¢o splha (WP),(SYM)

Li =1 Chow =1 Wang
Chow =5 Wang =5 Li
Li ~3 Chow =3 Wang

Bordovo skore(Borda count):
Li 1, Chow 2, Wang 3

Chow 1, Wang 2 Li 3

Li 1,5, Chow 1,5, Wang 3

V siuéte Li 5,5, Chow 4,5, Wang 8 —
Chow > Li > Wang



Jean-Charles de Borda 1733 — 1799
— e p—




Dve alternativy

Napriklad
Kasarne (K), Nemocnica (N)
Bordovo skére = va&sinové hlasovanie:

Kvérum

» Gstavny zakon mono zmenit iba ak za zmenu hlasuja 2/3
¢lenov, na profesiru treba aby za uchadzaca hlasovalo 2/3
¢lenov vedeckej rady

» v bezpecnostnej rade plati "pravo veta", teda jednomyselnost

» na zmenu (ano) treba silnejSiu podporu ako na zachovanie
statu quo (nie)

Symetria altenativ (SYM-A):

Zamena alternativ v profile individualnych vo preferencii ma za ich
zamenu spolocenskej volbe (kvérum ho nesplha)



R. May 1952:
Jedina spolocenska volba, ktora splha (SYM), poziadavku symetrie
alternativ (SYM-A) a poziadavku positive responsivness

(PR)
Ak spolocenska volba nejakého profilu vedie ku K = N, jeden z

Clenov i zmeni svoju preferenciu z K <; N na K ~; N alebo z
K~;NnaK>; Ntaksa K> Nzmenina K~ N

je vacsinové hlasovanie.



Robert May 1936




Dokaz Mayovej vety

(SYM): Volba zavisi iba od dvojice (/X IV), kde 1K, IN st pocty
clenov i, ktori K =; N resp. N =; K.

(SYM-A): /K = N — K ~ N.

Ak 1K > N = J, tak oproti profilu /X = /N = J muselo niekol'ko i
zmenit preferenciu z K ~; N na K =; N, z ¢oho vzhladom na
(PR) vyplyva K = N.

Zo (SYM-A) vyplyva N = K ak IN > |K,



3 a viac alternativ

Li 1, Chow 2, Wang 3
Chow 1, Wang 2 Li 3
Li 1,5, Chow 1,5, Wang 3

Bordovo skore: Chow 4,5, Li 5,5, Wang 8

Ak by Wang bol diskvalifikovany pre doping: Li 4,5, Chow 4,5, teda
Li ~ Chow

Podmienka nezavislosti dvojic, (PND):

Spolocenska preferencia medzi dvoma alternativami nezavisi od
preferencii k ostatnym alternativam

Ak nie je splnen4, jednotlivy ¢len méze spolocenski volbu
manipulovat.



Porovnavanie po dvojiciach?

x = y ak by to vyslo z vacsinového hlasovania



Porovnavanie po dvojiciach?

x = y ak by to vyslo z vacsinového hlasovania

Condorcetov paradox
X =N=3

X>1Y™=1Z,Y>2Z>2X,Z>3X>3yYy —> X>»>YyY>=2Z>X,

spor s transverzalitou.



Marquis de Condorcet, 1743-1794

(Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat)




Arrowova veta

Arrow 1950: (WP), (SYM) a (PND) si nezlucitelné. Presnejsie,
ak (WP), (SYM), tak existuje medzi élenmi diktator, t.j. len iy
taky, Ze ak x >j, y tak x > y.

» ma mnoho nazvov: possibility theorem, impossibility theorem,
veta o diktatorovi

> je neintuitivna a taky je aj jej dékaz. Ten je navyse
komplikovany, ale celkom elementarny



Kenneth Arrow, 1921




Protipriklad?

Konsenzus:
x =y ak x = y, inak x ~ y: splha (WP),(SYM),(PND), ale...



Protipriklad?

Konsenzus:
x =y ak x = y, inak x ~ y: splha (WP),(SYM),(PND), ale...

Neocakavané doésledky:
N=2 tX=3:

X=1y»=12

y>-22>-zx} — y=zZANy ~XxXNXr~Z,

vdaka transverzalite

spor!



Tanec: Tereza

Nevyhody Bordovho skére:

rozhodcov

» jeden z rozhodcov mdze silno ovpyvnit zhodu ostatnych

Prv(i z nevyhod nema v sti¢asnosti pouzivany



"Skating'"system

Pocet rozhodcov N neparny, pocet tanecnikov M.
1. Polozime k=0, M, =0, m, =0
2. Ak k < M taK k — k + 1, inak koniec.
3. Ak T € Myy1 \ My, tak T sa umiestni na (ijzl my + 1-tom
az ( J’-‘ill my-tom mieste

4. Navrat na 2.



Realne sataze

SKATING BORDA
Tanenici Judge A Judgel JudgeK JudgeN JudgeR  1-1 1-2 1-3 14 1-5 1-6 1-7 1-8  Place |Sum Place
A 1 1 1 2 3 3 5 5 5 5 5 5 5 1 | 1
B 2 2 2 1 il 5 5 s 5 5 5 G 2 |8 2
c 3 3 3 3 3 5 5 & 5 5 G 3 [N o
SKATING BORDA
Judge A Judgel JudgeK JudgeN JudgeR 1 2 3 a 5 3 7 8  place |sum DPlace
A 1 2 6 1 a 3 3 4 a 5 5 5 1[4 2
B 2 1 2 3 s 3 a a 5! 5 8 5 > [ 1
€ 4 3 H 2 1 El a 5 5 5 5 3 [15 3
D 3 s 1 6 3 3 3 4 5 5 5 4 18 4
E 6 6 a a 2 3 3 5 5| 5 5 [ s
F 5 a 3 s 6 a 5 5 5 6 3 &6
SKATING BORDA
Judge A JudgeF Judgel JudgeN JudgeR 1 7. 3 a 5 6 7 8 Pplace |sum Place
A 3 1 5 1 3. 3 a a 5 5 5 5 1 [ 2
B 1 3 E] 3 1 5 5 5 5 5 G > [ 1
c 2 1 1 5 5 3 5 5 5 5 SO (T
D 5 6 2 2 a 3 a 5 5 5 4 |15 a
E 6 2 6 a ] 3 3 G 5 5 5 |1 s
F 4 s a 6 3 3 5 s G s B -
SKATING BORDA
JudgeD JudgeE JudgeG  JudgeH Judgel 11 12 13 14 15 16 17 18 Place [sum place
A 2 1 1 1 2 3 5 B 5 5 5 4 5 1 [ 1
B 1 2 2 2 1 5 5 5 5 5 5 5 2 [F8 2
€ 3 3 3 3 a a 5 5 5 5 5 3 18 3
D 4 a a a ] s 5 5 5 g 4 [N a




Xavier Mora

THE SKATING SYSTEM
by XAviER MORA*
2nd edition. July 2001%

The Skating system is the standard procedure for determining the results of dancesport
competitions. As it is well-known, it has a certain degree of complexity. Unavoidably,
the present exposition is influenced by the fact that I am a mathematician, and I hope it
benefits from that. On the one hand, this influence has led me to reformulate the traditional
procedure in a systematic way, which hopefully will contribute to a better understanding of
it. On the other hand, the mathematical point of view has led me to think of a variant that
in my opinion is an improvement upon the traditional system.
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Pri Filippi sme sa stretli




Zermelo

Otazka
Ako urcit poradie timov z netplnej tabulky (americky futbal)



Zermelo

Otazka
Ako urcit poradie timov z netplnej tabulky (americky futbal)

E. Zermelo: Die Berechnung der Turnier-Ergebnisse als ein
Maximum-problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Math. Z.
20(1929), 436-460



Ernst Zermelo 1871 - 1953




Robustnost

Borda versus Skating
Nakol'ko mdze jeden rozhodca ovplyvnit vysledok?

Mozné skoére
» T tanecnikov, R rozhodcov
» Q7r = sucet Bordovych skére tanecnikov = RT(T +1)/2
» Brr = pocet moznych konfiguracii skére pre dané R, T <
pocet spbsobov, akymi mozno napisat Qg ako sucet T Cisel
> Ra<RT



Partition problem (Euler)

pPmn = pocet monosti, ktorymi mozno m dostat ako sucet n Cisel:

BrT < pQg, T
(ohranicenia na scitance)
Vytvarajica funkcia pre pmn:

_ 1
(1= x)(1—x2)...(1—xm)

Fm(x)n



Leonhard Euler 1707-1783




