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Co je to kolad

Akykolvek objekt, ktory je mozno delit
na lubovolne malé kusky bez straty
hodnoty.
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Delenie kolaca v starovekej
literature
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Delenie kolaca v modernej
historii
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Mathematicka teoria
| spravodlivého delenia
(&\ vznikla

po 2. svetovej
vojne vdaka

pol'skym
matematikom:
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Knihy o spravodlivom
deleni a deleni kolaca

Cake-Cutting
Algorithms .

Fair Division

tion

The GEOMETRY

of EFFICIENT
FAIR DIVISION
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' Kol&¢ je mozné reprezentovat
\ intervalom [0,1]

Hodnota celého kolaca je rovnaka pre vsetkych
rXééoyl v . / VvV NV / Vo
e roznym castiam kolaCca mozu hraci
prisudzovat r6znu hodnotu.
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Problém delenia kolaca

| o mnozina hracov N = {1,2,....n}

e kola¢ C - reprezentovany intervalom [0, 1]

e kazdy hrac¢ ¢ ma na C nenatomickt pravdepodobnostni mieru U;

so zodpovedajicou distribu¢nou funkciou F;(x) = U;(0, )
e miera intervalu |p, q] je Fi(q) — F;(p).

e funkcia F; je nezaporna, neklesajica, spojita a

Fi(0) =0; F5(1) =1
e ak F; ma hustotu f;, tak

Um)—LﬂU
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Miery hracov
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| Kritéria spravodlivosti

>

Delenie kolaca C je rozklad kolaca na disjunktné podmnoziny

| Al,AQ, ,An také, VAS U?:l Az =C

Rech Ay, Ay, ..., A, je delenie kolaCa pre mnozinu hracov N.
Delenie sa nagzyya

rovnostarske, ak U;(A4;) = U;(A,) pre kazdé ¢, J

(iv) presné, ak U;(A4;) = 1/n pre kazdé i,j € N
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Existencia rovnostarskych
' deleni

| i N. Alon, Splitting necklaces, 1987

THEOREM 1.2. Let u,, ps,..., i, be t continuous probability measures on
the unit interval. Then it is possible to cut the interval in (k— 1)t places and
partition the (k —1) - t + 1 resulting intervals into k families F,, F,,....F, such
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Jednoduché delenia
S

S —— L L

fgdnoduché delenie kolaca je dvojica D = (d, @),
(n — 1)-tica (z1,22...,xy_1) bodov rezu, 0 < xy < xg < ... <
a @ je permutacia V.

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012 13




Austinov algoritmus

Hrac 1 polozi n6z na lavy okraj kolac¢a. Druhy
n6z polozi rovnobezne s nim tak, aby hodnota
useku kolac¢a medzi nozmi bola Y2 z hodnoty
kolaca. Potom hybe simultdnne nozmi
doprava tak, aby hodnota kolaca medzi nozmi
ostavala vzdy rovnaka, az kym nenadobudne
tu istu hodnotu aj pre hraca 2.

1/2 pre hraca F !
) I | ) .
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Priklad (Hill a Morrison,
- 2009)

Nech hustoty pravdepodobnosti st:

=R A - {3 SR

Vezmime poradie hracov (1,3,2):

i i
1/3 T1 = To 2/3
Jediné mozné rovnostarske delenie dava kazdému nulu.
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Co su jednoduché
| rovnostarske delenia
(ESD)?

T

0 1
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/| Co su jednoduché
| rovnostarske delenia
. (ESD)?
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~ Co su jednoduché

~ rovnostarske delenia

~ (ESD)?

0 1
S. ]. Brams, M.A. Jones, C. Klamler, 2006:

rieSenie systému integralnych rovnic

/Oel f)dt = /12 fo(t)dt = - = /e:_l £t

s neznamymi e, €s,...,€,_1
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Existencia ESD pre dvoch
hracov
| Existuje bod e; € [0, 1] taky, ze U1(0,e1) = Us(eq,1)?

e funkcie Uy(0,x1),Us(x1,1) premennej x; na [0,1] st spojité

e U1(0,x1) je neklesajica, Us(x1, 1) je nerastica

NG

° Ul(0,0) < UQ(O, 1), Ul(O, 1) > Ug(l,l)

A

e Riesenie vyplyva z vety o strednej hodnote.

Iny tvar rovnice: Fj(e1) = Fo(1) — Fh(eq)
UMB Banska Bystrica, 4.12.2012



Existencia ESD pre viac hracov

\ Predpokladajme, ze hra¢ 3 dostane kusok [es, 1].

| — >1*

0 €s

Hraci 1 a 2 si rozdelia [0, es] rovnostarsky.
Rovnostarsky bod e; vzdy existuje.
Chceme viac: také ey, eq € [0,1], ze U1(0,e1) = Us(eq, e2) = Us(ea, 1)

V jazyku distribu¢nych funkcii pre prvych dvoch hracov

Fi(e1) = Fa(e2) — Fa(e1) = Fi(er) + Fa(er) = Fa(ez)

Ak su funkcie F; rastice (= f; st vsade kladné), tak Fy + F5 ma
inverziu a teda
er = (F1 + F2) ™' (Fa(e2))

Vo vSeobecnosti nie je e; jednoznacne urc¢eny bodom es
— pouzili sme zovSeobecnenu inverziu.
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Proporcionalne ESD

4B a
O

Jednoduché rovnostarske delenie pre n hracov vzdy existuje
v kazdom poradi.

Pre n hracov vzdy existuje jednoduché proporcionalne delenie.

Proporcionalne jednoduché delenie pre n hracov vzdy existuje
v nejakom poradi.

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012 ;i



Co je to konecny
- algoritmus delenia
;Ele|§69é|rré kg\(,)gs}l?dotazy nasledujucich typov pre jedného hraca:

e Znackovaci dotaz: Ozna¢ najlavejsi bod
x taky, ze I'(x) je rovné danej konstante.

e Inverzny znackovaci dotaz: Oznac¢ najpravejsi bod
x taky, ze 1 — F'(x) je rovné danej konStante.

e Vyhodnocovaci dotaz: Ak4 je tvoja hodnota daného kuska kolaca?

Konecény algoritmus najde delenie kolac¢a po koneétnom pocte dotazov
dovolenych typov.

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012



Myslienka dokazu
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Veta o strednej hodnote: vieme, ze grafy sa pretinaju.

Vieme néjst bod prieseku iba pomocou dovolenych dotazov?

Ak mame stastie, mozno.

Ale nemame ziadnu informaciu o funkciach v okoli

ocakavaného prieseku medzi doteraz urobenymi znackami.

‘Takze nemame zaruku, ze najdeme priesek pomocou koneéného poctu
dotazov.

UMB Banské Bystrica, 4.12.2012




Neexistuje konecny
“algoritmus na najdenie
proporcionalneho delenia

| W. Stromaquist, Envy-firee divisions cannot be found by finite protocols,
| 2008
Tuhy (stitl') system mier (SMS) pre troch hracov L, M, R:

0,z) (z,y) (y,1)
Ur ¢ S S e parametre s,t,x,y € R,
Ur S S / O<er<y<l1

Theorem (KC a E. Pillarova)

Ak maju traja hraci L, M, R SMS s parametrami s, t,x,y tak
jediné proporciondlne ESD ma poradie (L, M, R) a rezy
v bodoch x and y. /

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012 221



Takmer rovnostarske
jednoduché delenia
Definicia

~ Nech D je delenie kol4ca a € > 0 redlne ¢islo. Povieme, ze D je
e-rovnostarske, ak

Ui(D;) —U;(D;))| < e pre kazdé 4,5 € N.
_/

Robertson a Webb (1988) navrhli kone¢ny algoritmus na e-presné
delenie. Vysledkom je ale vela malych kuskov.

Nas algoritmus vyrobi proporcionalne e-rovnostarske delenie tym,
ze aproximuje rovnostarsku hodnotu jej bindrnym rozvojom.

E=) l1/2"  kdekazdé c;, € {0,1}
k=1

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012



Takmer rovnostarsky

algoritmus

" Najde poradie, v

Tri fazy ktorom existuje
proporcionalne

1. Usporiadanie

Approximuje
binarny rozvoj

2. Pridavanfé i
rovnhostarskej

3. UkoncCenie >
Zaruci

rovhnostarskost

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012 ;(63



1 GUINITI1TI1IGC1 1 VUVIIVJODOULUI Dl\_y

algoritmus -
usporiadanie

'Krokl. Kazdy hraé¢ ¢ povie najlavejsi bod z; taky, ze

Krok 2. Hri¢ s bodom najviac vlavo bude prvy, jeho bod rezu bude
prvym deliacim bodom.

Krok 3. Vsetky znacky sa zmazui, vybraty hra¢ opusti hru a
algoritmus pokracuje.

=+

Najrychlejsia implementacia: O(n log n) (Even & Paz 1984).

1
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Takmer rovnostarsky
| algoritmus - pridavanie

Pracuje v iteraciach. V iteracii k£ predpokladame, ze cislice
C1,C2,...,CL_1 bindrnej expanzi £ uz su spravne urcené. Hladame cy.

Pytame sa hracov:=1,2,...,n — L
Povedz najlavejsi bod z; taky, ze U;(x;—1,2;) = | E];-1 + 1/27

Otdzka hracovi n: Plati: Uy (z,—1,1) > | F]j—1 + 1/277
Ak hrac n povie YES, iteracia je uspesna a ¢, = 1.

Ak hrac¢ n povie NO, iteracia je neuspesna a cp = 0.
(] © O

)
0 1

Pridavanie konéf, ked dosiahneme rovnostérske delenie alebo 1/2F < .

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012 ;Z




1 GUINITI1TI1IGC1 1 VUVIIVJODOULUI Dl\_y

algoritmus - ukoncenie

Vieme pribliznt hodnotu E a potencidlne deliace body. Zostava zaruéit,
| Ze hra¢ n nedostane prilis vela alebo prilis malo.

For + = n downto 2 do
hrac i: povedz napravejsi bod y;_1 taky, ze U;(y;—_1,y;) = LEJj

Ak y,_1 < x;_1, rozrez kola¢c v bodoch x1,...,2;_1,Y;,...,Yn—_1 a STOP

RO

Tieto body rezu zarucuju rovnostarskost.

UMB Banska Bystrica, 4.12.2012 29



- Dakujem za pozornost
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